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Introduccién

Introduccidn

El algebra lineal cubre una gran extensién de temas como vectores
y matrices, determinantes, sistemas de ecuaciones lineales, espacios
vectoriales y transformaciones lineales, problemas de valores
propios entre otros. Es una area de apliacién en diferentes
disciplinas como fisica, geometria, economia e ingenieria.
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Definicién de Matrices y Vectores

Matrices

b too 196 —6

A matrix is a concise and useful way of 6x1 —2x3 =20
uniquely representing and working with 5x1 —8x +x3 =10
linear transformations. In particular, every

linear transformation can be represented by

i . 4 6 9
a matrix, and every matrix corresponds to a
. . . A=(6 0 =2
unique linear transformation.
5 -8 1
?http://mathworld.wolfram.com/Matrix.html
- B 4 6 9 ©6
A=|6 0 -2 20
5 -8 1 10

20'486[aaa]ab e 3x
5 —32 0 |1| %t 92 Bl g| e X2
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Notacién Matricial

Las matrices se pueden denotar por medio de:

@ Letras mayisculas en negrita. A, B, C, ---.
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Definicién de Matrices y Vectores

Notacién Matricial

Las matrices se pueden denotar por medio de:

@ Letras mayusculas en negrita. A, B, C, ---.

@ Letra con un componente general entre llaves. A = [aj]
@ Dimensiones de la matriz. matrizde m x n
°

sus componentes

a1 a2 din

a1 an - an
A= [ajk] =

dmli dm2 - amn

En la notacién de doble subindice ej. aj,el primer subindice denota siempre la
fila y el segundo subindice la columna del elemento, asi a»; denota al elemento

que se encuentra en la fila 2 y la columna 3 de la matriz
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Definicién de Matrices y Vectores

Vectores

Un vector es una matriz A de m x ndonde m =146 n=1. Tiene
una sola fila (vector fila) o una sola columna (vector columna), en
ambos casos a sus elementos se le llama componentes.

Los vectores se pueden denotar por medio de:

o Letra en mindsculas y negrita. a, b, c, ---
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Definicién de Matrices y Vectores

Vectores

Un vector es una matriz A de m x ndonde m =146 n=1. Tiene
una sola fila (vector fila) o una sola columna (vector columna), en
ambos casos a sus elementos se le llama componentes.

Los vectores se pueden denotar por medio de:
o Letra en mindsculas y negrita. a, b, c, ---

o Letra con un componente general entre llaves. a = [aj]

@ Sus componentes.

ai

b>
a:[31,32,"‘ 7am]7 b=

bn
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Definicién de Matrices y Vectores

lgualdad de Matrices

Igualdad de matrices

Dos matrices A = [aj] y B = [bj] son iguales, si y solo si tienen
el mismo tamafo y sus componentes correspondientes son iguales,
es decir, aj1 = by, aip = by y asi sucesivamente.

_ |au1 a 14 0
Sean A_|:321 322] y B= {3 —1}

an =4, an=0,

entonces A = B si y solo si
ag1 = 3, doo = —1,
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Adicién de matrices

Adicion de matrices

La suma de dos matrices A = [ajx] y B = [bji] del mismo tamafio,
se denota como A + B y sus componentes se obtienen sumando los
componentes correspondientes de cada matriz, aj, + bjx.

: —4 6 3 5 -1 0
S|A—[0 1 2] yB—[3 1 O],entonces

153]

A+B:[3 > 5
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Multiplicacién por escalares

Multiplicacion por escalares

El producto de cualquier matriz A = [aj] de m x n por cualquier
escalar ¢ (nimero c) se denota como cA vy es la matriz de
m x ncA = [cajx] que se obtiene multiplicando cada componente

de A por ¢
27 -1.38
SiA=1|0 0.9 |, entonces
9.0 —45
—2.7 1.8 10 3 -2 00
(-1)A=-A=| 0 -09], oA= 0O 1|, 0A= (0 0],
—9.0 45 10 -5 00
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Adicién de matrices y multiplicacién por escalares

Reglas para la adicién y Multiplicacién por un escalar

Adicién Multiplicacién
A+B=B+A (1) c(A+B)=cA+cB (5
(A+B)+C=A+(B+C) (2) (c+k)A=cA+kA (6)
A+0=A (3) c(kA) = (ck)A (7)
A+(-A)=0 (4) A=A (8)

Donde 0 denota la matriz cero de m x n, que es una matriz
m X n cuyos componentes son cero.
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Multiplicacién de Matrices

Multiplicacién de una matriz por una matriz

Definicion

El producto C = [cjx] = AB de m X p, es el resultado de
multiplicar una matriz A = [aj] de m X n por una matriz B = [bj]
de r x p, si y solo si r = n.

n
=1,
Cjk:zaj/b/k:aj1b1k+aj2b2k+"'+aj”b”k szl
=1 ’

A B = C
[mxn] [nxp] = [mxp]
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Multiplicacién de Matrices

Multiplicacién de una matriz por una matriz

n=3 p=2 p=2
(e e, ag by, by, 11 Sz
Yo “em Uy 21 Y22 = f1 2

m=4 @3y A3y Qg 31 Y32 €31 C3 =4

L g1 G2 O3 a1 Caz

[ 3 5 —-1]112 -2 3 1 22 -2 43 42
AB=|4 0 2|1|5 0 7 8/ =126 —16 [14] 6

-6 -3 2 9 -4 1 1 -9 4 37 -28

Donde cop3=4-3+0-74+2-1=14
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Multiplicacién de Matrices

Multiplicacién de una matriz por una matriz

1 1 3 6 1
3 6 1] H = [19], H 3 6 1] = {6 12 2]
4 4 12 24 4

La multplicacion entre matrices no es commutativa
AB # BA

oo aof [+ 1) =[o o

-1 1)[1 1] _[99 99
1 —1] [100 100] ~ |-99 —99

Ademés AB=0-~BA=0V A=0Vv B=0
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Multiplicacién de Matrices

Multiplicacién de una matriz por una matriz

(kA)B = k(AB) = AkB (9)
A(BC) = (AB)C (10)
(A+B)C=AC-+BC (11)
C(A+B)=CA+CB (12)
Cjk:ajbk J:]'?’mv k:]-a?p
b1k
bok
ajb, = [ajl ajp - ajn] | = ajibik + ajpbo + - - - + ajnbnk
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Multiplicacién de Matrices

Multiplicacién de una matriz por una matriz

Transformaciones Lineales

Para n = 2 las transformaciones lineales son de la forma:

Y1 = a11x1 + aiexo

Y2 = ax1x1 + axXxo

y = [)/1} — Ax — [311 812] l:X1] _ [311X1 + 312X2]
Y2 a1 axn| (X2 az1x1 + axpxo
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Multiplicacién de Matrices

Transpuesta de una matriz

Transposicion de una matriz

La transpuesta de una matriz A = [aj] de m x n, es la matriz AT
de n x n, donde la primera fila de A es la primera columna de AT,
la segunda fila de A es la segunda columna de AT, y asi
sucesivamente. Entonces la tranpuesta de A es AT = [a)]

ail d12 - adn a1 d1 o aml
a1 dx - d T a2 ax» - ame
A=la]=| . . . |A =lal=
am1 am2 e Amn din d2n e Amn
Por ejemplo:
5 4
5 -8 1 T
A= , entonces A' =[-8 0
4 0 O 1 0
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Multiplicacién de Matrices

Transpuesta de una matriz

Reglas de transposicion

Transposition rules

(AT)T=AT (13)
(A+B) =AT +B7 (14)
(cA)T =cAT (15)
(AB)" =B"AT (16)
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Multiplicacién de Matrices

Matrices especiales

Simétrica y antisimétrica

Simétrica: AT = A, (aj = ay)) -

Antisimétrica: AT = —A, (ajk =—aNajj = 0).
20 120 200 0 1 -3
A= (120 10 150, B=|-1 0 -2

200 150 30 3 2 0
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Multiplicacién de Matrices

Matrices triangulares

Matrices triangulares superiores

Son matrices cuadradas que tienen componentes 1 4 2
diferentes de cero solo en y arriba de la diagonal 0 3 2
principal. 0 0 6
Matrices triangulares inferiores [1 0 0]
Son matrices cuadradas que tienen componentes 4 30
diferentes de cero solo en y bajo la diagonal principal. _2 2 6_
. . [1 0 0]
Matrices diagonales
. . 0 20
Son matrices cuadradas que tienen componentes 00 3
diferentes de cero solo en la diagonal principal. L :
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Sistemas lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Sistema lineal de m de ecuaciones en n incégnitas

Es un conjunto de ecuaciones xi, - - - , x, de la forma:

aiixy + -+ ainxy, = by
arixy + -+ anxp, = by
dL 500 b goa e ooc

amix1 + -+ ampXp = b

Los sistemas lineales modelan muchas aplicaciones en ingenieria,
economia, estadistica y muchas otras areas.
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Sistemas lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Sistema lineal de m de ecuaciones en n incégnitas

Es un conjunto de ecuaciones xi, - - - , x, de la forma:

anx1+ -+ ainxn = b
anxi+ -+ amxn = by

amix1 + -+ ampXp = b

Coeficientes
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Sistemas lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Sistema lineal de m de ecuaciones en n incégnitas

Es un conjunto de ecuaciones xi, - - , x, de la forma:

ajix1 + -+ ainxp =0
apix1+ -+ ampxp =0

amix1+ -+ amaxn =0

Sistema homogéneo si todos los valores b; = 0



Sistemas de ecuaciones lineales
®000

Sistemas lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Sistema lineal de m de ecuaciones en n incégnitas

Es un conjunto de ecuaciones xi, - - - , x, de la forma:

anxi+ -+ ainxn = by
a1 X1+ -+ anxy = bo

amix1 + -+ ampXn = by

Una solucién es un conjunto de nimeros xi, - - - , x, que satisface
las m ecuaciones. El vector x cuyos componentes son una solucién,
se denota como vector solucién
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Sistemas de ecuaciones lineales

Forma matricial de un sistema lineal - Matriz aumentada

Forma matricial de un sistema lineal

Ax=Db
ai a2 - ain X1 by
a1 ax - am X2 b>
A=la] = , x=|.| yb=
dml  am2 ¢ Amn Xn bm

Donde A es la matriz de coeficientes, y x y b son vectores columna.

y

Matriz aumentada

ain  aw - am | b
. an  ax» - am | b
A =

ami am2 Tt amn bm

La matriz aumentada A determina completamente el sistema lineal.

N
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Sistemas lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Interpretacion geométrica

Si m = n = 2 se tienen dos ecuaciones con dos incégnitas xi, x2

aiix1 + apxe = by

ax1x1 + axnxe = b

Interpretacion geométrica

Si x1, xp se interpretan como coordenadas en el plano entonces
cada ecuacién representa una recta y(x1,x2) y es una solucién si y
solo si el punto P = (x1, x2) estd en ambas rectas.

(a) Hay una sola solucién si se intersectan
(b) Hay infinidad de soluciones si coinciden

(c) No hay ninguna solucién si son paralelas
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Sistemas lineales

Sistemas de ecuaciones lineales

Interpretacion geométrica-Existencia de soluciones

x1+x =1 x1+x =1
2x1 —x2 =0 2x1+2x0 = 2
x, *2
2P
|
% 1 Xxq 1 X
caso b

Caso a

X1+ X2 =
x1+x =0
X2
1 X
Caso C
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Eliminacién de Gauss

Eliminacidén de Gauss

Forma triangular y sustitucién hacia atrds

Considere un sistema lineal representado por la

. . . 2x1 +5x =2
matriz triangular superior.
13X2 =—-26
Sustitucién hacia atrds
o A e _26
* Solucionar la dltima ecuacidn. Xp = 13 =2

% Sustituir hacia atras.

1
X1 = 5(2 - 5X2)

1
= -(2-5(-2)
=6

© Reducir un sistema lineal a su forma triangular.
@ Solucionar la dltima ecuacidén y sustituir hacia atrds.
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Eliminacién de Gauss

Eliminacion de Gauss
Método de Gauss

Operaciones elementales sobre filas

Operaciones en Matrices Operaciones en ecuaciones

* Intercambio de dos filas. * Intercambio de dos ecuaciones.

Un sistema lineal &7 es equivalente respecto a los renglones a un
sistema lineal Sy si: 81 puede obtenerse a partir de Sy por un
nimero finito de operaciones elementales sobre filas.

El método de Gauss permite transformar un sistema de ecuaciones en otro

equivalente que sea de forma trinagular superior.
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Eliminacién de Gauss

Eliminacion de Gauss
Método de Gauss

Operaciones elementales sobre filas

Operaciones en Matrices Operaciones en ecuaciones

* Intercambio de dos filas. * Intercambio de dos ecuaciones.

* Adicién de un mdltiplo * Adicién de un mdltiplo constante de
constante de una fila a otra fila una ecuacién a otra ecuacién

Un sistema lineal S; es equivalente respecto a los renglones a un
sistema lineal Sy si: 81 puede obtenerse a partir de Sy por un
nimero finito de operaciones elementales sobre filas.

El método de Gauss permite transformar un sistema de ecuaciones en otro

equivalente que sea de forma trinagular superior.
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Eliminacién de Gauss

Eliminacion de Gauss
Método de Gauss

Operaciones elementales sobre filas

Operaciones en Matrices Operaciones en ecuaciones

* Intercambio de dos filas. * Intercambio de dos ecuaciones.

* Adicién de un mdltiplo * Adicién de un mdltiplo constante de
constante de una fila a otra fila una ecuacién a otra ecuacién

* Multiplicacién de una fila por * Multiplicaciéon de una ecuacién por
una constante diferente de cero una constante diferente de cero

Un sistema lineal S; es equivalente respecto a los renglones a un
sistema lineal Sy si: 81 puede obtenerse a partir de Sy por un
nimero finito de operaciones elementales sobre filas.

El método de Gauss permite transformar un sistema de ecuaciones en otro

equivalente que sea de forma trinagular superior.
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Eliminacién de Gauss

Eliminacion de Gauss
Método de Gauss

Ejemplo: Red eléctrica
Sistema para las corrientes desconocidas x; = i1, Xo = b, X3 = i3 en la

red eléctrica.

20Q 100
Q

Nodo P : i —ip +i3 =0

Bovl l9ov Nodo Q : —i1 +i> —i3 =
Nudo derecho : +10i +25i3 =90
PN Nudo lzquierdo : 204 +10i + =80

Ley de corrientes de Kirchhoff En cualquier punto del circuito, la suma
de las corrientes que entran es igual a la suma de
corrientes que salen.

Ley de tensiones de Kirchhoff En cualquier circuito cerrado, la suma de
todas las caidas de voltaje es igual a la fuerza
electromotriz aplicada.
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Eliminacién de Gauss

Eliminacion de Gauss
Método de Gauss

Ejemplo: Red eléctrica

Ecuaciones Matriz aumentada A

Pivote — X1 —X2 +x3 =0 1 -1 1 | O
-x1 tx +-x3 =0 -1 1 -1 1| 0

Se eliminan — 10x; +25x3 =90 0 10 25 | 90
20x1  10x2 =80 20 10 0 | &0

Eliminacién de x; llame a la primera ecuacién de A la ecuacién pivote vy,
su término x; el pivote en este paso. Esta equacién se usa
para eliminar x; de las otras ecuaciones.

© Restar -1 veces la ecuacidn pivote de la segunda
ecuacién.
@ Restar 20 veces la ecuacién pivote de la cuarta

ecuacion.
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Eliminacién de Gauss

Eliminacion de Gauss
Método de Gauss

Ejemplo: Red eléctrica

Ecuaciones Matriz aumentada A

_X1 —X2 —+Xx3 =0 1 -1 1 ‘ 0]
0 = 0o 0 0 | o

10x; +25x; =90 0 10 25 | 90

30x2 —20x;3 = 80] 0 30 -20 | 80

Intercambio de las filas 2 y 3, y después las filas 3y 4

_X1 —X2 —+Xx3 =0 1 -1 1 ‘ 0
10x; +25x3 =90 0 10 25 | 90

30x; —20x3 =380 0 30 -20 | 80

0 =0 00 0 | o0



Sistemas de ecuaciones lineales
coeo

Eliminacién de Gauss

Eliminacion de Gauss
Método de Gauss

Ejemplo: Red eléctrica

Ecuaciones Matriz aumentada A

xi —x +x3 =0 1 -1 1 | oO

Pivote  —» 10x  +25x3 =90 0 10 25 | 90
Se eliminan — 30xc —20x3 =80 0 30 —-20 | 80
0 =0 0 o 0 | o0

Eliminacién de x> :

© Restar -3 veces la ecuacién pivote de la tercera

ecuacion.
Ecuaciones Matriz aumentada A
X1 —x2  +x3 =0 1 -1 1 | 0
10x +25x3 =90 0 10 25 | 90
—95x; = —190 0 0 -95 | —190
0 =0 o0 0 | o
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Eliminacién de Gauss

Eliminacion de Gauss
Método de Gauss

Ejemplo: Red eléctrica

Sustitucion hacia atras

—05x3 = —190

10xo, +25x3 = 90

X1 —Xo +x3 = 0
X3 = —_19950 =9

—10(90—25X3) 10(90 50) =4
x1=X—x3=4—-2 =2
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Eliminacién de Gauss

Eliminacidén de Gauss

Tres posibles casos de sistemas

Subdeterminado Tiene menos ecuaciones que incégnitas.
Determinado Si el nimero de incdgnitas y ecuaciones es el mismo.

Sobredeterminado Tiene mas ecuaciones que incégnitas.

Es posible aplicar la solucién de Gauss sin importar si el sistema
tiene varias soluciones, tnica solucién o ninguna.
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Eliminacién de Gauss

Eliminacidén de Gauss

Tres posibles casos de sistemas

Subdeterminado - Existen infinitas soluciones

3.0 20 20 -50 | 80

06 15 15 —54 | 27| Fila2 —0.2Filal

12 -03 —03 24 | 21| Fila3— 0.4Filal
30 20 20 -50 | 8.0

00 1.1 11 -—44 | 11

00 —11 —11 44 | —11| Fila3+ Fila2

30 20 20 -50 | 80
00 11 11 —-44 | 11
0.0 0.0 0.0 0.0 | 0.0
Sustitucién hacia atras:

X =1—x3+4xy
x1 =2—Xxa
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Eliminacién de Gauss

Eliminacidén de Gauss

Tres posibles casos de sistemas

Determinado - Unica solucién

-1 1 2 | 2
3 -1 1 | 6| Fila2+ 3Filal
—1 3 4 | 4| Fila3— Filal
-1 1 2 | 2
0 2 7 | 12
0o 2 2 | 2 Fila3 — Fila2
-1 1 2 | 2
0 2 7 | 12
0 0 -5 | -10
Sustitucién hacia atras:
X3 = 2
X2 2(12—7X3)/2:—1
X1 I(2X3-|—X2—2):1
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Eliminacién de Gauss

Eliminacidén de Gauss

Tres posibles casos de sistemas

Ninguna solucion - El sistema lineal muestra una contradiccidn

321 | 3
2 1 1 | 0| Fila2— 2Filal
6 2 4 | 6] Fila3—2Filal
3 2 1] 3
0 13| 2
0 -2 2 | 0] Fila3— 6Fila2
3 2 1| 3
0 3 1| -2
0 0 | -12

En este caso la ultima fila de la matriz aumentada muestra la
contradicciéon 0 = 12
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Existencia, Unicidad

Existencia, Unicidad

Submatriz de A

Cualquier matriz obtenida a partir de A al omitir algunas filas o
columnas o ambas.

Independencia lineal

Un conjunto de vectores es linealmente independiente si ninguno
de ellos puede ser escrito como una combinacién lineal de los
vectores restantes.

| A\

Rango de A

Es el maximo nimero de vectores fila de A que son linealmente
independientes.
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Existencia, Unicidad

Existencia, Unicidad

Teorema fundamental de los sistemas lineales

Sistema lineal de m ecuaciones y n incégnitas

auxy +  awxe + + awxn = b
anxi +  anxe + + amxn = b
amXx1  +  amxe + +  amnXn = bm

V.
Existencia

Un sistema tiene soluciones si y solo si la matriz de coeficientes A
y la matriz aumentada A tienen el mismo rango.

| A\

Unicidad

Un sistema tiene tnica solucién si el rango r de la matriz de
coeficientes A y la matriz aumentada A es igual a n.

A
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Existencia, Unicidad

Teorema fundamental de los sistemas lineales

Sistema lineal de m ecuaciones y n incégnitas

auxi1  +  apxe + + awxn = b

aixy +  anxe + + awmxn = b
T + —

amiX1 + amexz + +  amnXn = bm

Infinitas soluciones

| A

Un sistema tiene infinitas soluciones si el rango r es menor que n.
La totalidad de las cuales se obtiene al determinar r incégnitas
adecuadas.

| A\

Eliminacién de Gauss

Si existen soluciones todas pueden obtenerse por eliminacién de
Gauss.

A
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Existencia, Unicidad

Teorema fundamental de los sistemas lineales - Prueba

* Se puede escribir el sistema de ecuaciones en forma de vectores
Ax = b o en términos de vectores columnas c(y), -+ ,¢(,) de A

C)X1 + €)X + -+ + CpXn = b
* La matriz aur’gentada A se obtine aumentando A con la columna b.
EL rango de A es igual al rango de A.

* Si el sistema tiene una solucién x, entonces el sistema muestra que b
debe ser una combinacién lineal de esos vectores columna ¢y, -, €(y)

* Entonces A y A tienen el mismo nimero de vectores columna
linealmente independientes y por lo tanto el mismo rango.

* Si el rango de A = rango A, entonces b debe ser una combinacién
lineal de los vectores de A

b= a1C(1) + OZ2C(2) +--- 4+ OZ1C(,,)
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Existencia, Unicidad

Teorema fundamental de los sistemas lineales - Prueba

= Si el rango de A = n, los n vectores columna ¢(1), -, €(n) SON

linealmente independientes.
* La representacion de ¢(1)x1 + €2)x2 + - - - + €(5)Xn = b es Unica de lo

contrario

cpXtepke+ X, =b
* lo cual implica que
C)X1 FC)X2 + -+ + CpyXn = C(1)X1 +cpke + - C(m)Xn
¢l — %) + C(2)(X2 — %)+ ey (Xn — n) =0

* Entonces x; — X3 =0,--- ,x, — X, = 0 por independencia lineal. Por lo

tanto los escalares xi,- -, x, son la tnica solucién.
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Existencia, Unicidad

Teorema fundamental de los sistemas lineales - Prueba

* Si el rango de A = rango deA = r < n, Existe un subconjunto K de r
vectores columna de A independientes.

* Existen n — r vectores columna de A que son combinaciones lineales de
los vectores en k

» Se renumeran los vetores columna tal que K = {€1), ), -, €}
* Se reescribe la ecuacién en términos de los vectores columna
renumerados
cpXat+ -+ WX + € Xet1 + -+ EmXn =b
* Los vectores €(,41)," "+ ,€(n) son combinaciones lineales de K asi como
los vectores €(,41)Xr+1 + -+ + €(n)Xn

* expresando y agrupando estos vectores en terminos de los vectores en
K

oyt +€ny,=b
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Existencia, Unicidad

Teorema fundamental de los sistemas lineales - Prueba

Syt +€nyr=>b

* yj = X; + [; donde §3; resulta de los restantes n — r términos
restantes €, 1)Xr4+1 + -+ + €(y)Xn. El sistema tiene lnica
solucién para los X; : j = 1---r y se pueden escoger los valores

para X(,4+1) + -+ + X, por lo cual el sistema tiene infinitas
soluciones.
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Sistemas Homogéneos

Sistemas lineales homogéneos

Un sistema lineal homogéneo

auxy +axo +---+anx, =0
anxy +axxp+ -+ amx, =0
+i+ =

amiXt  +ameXo + -+ ampXp =0

siempre tiene solucién trivial x; =0, =0,--- ,x, =0

Soluciones no triviales existen si y solo si el rango de A < n.

Si el rango de A = r < n, estas soluciones, junto con x = 0 forman un
espacio vectorial de dimensién n — r llamado espacio de solucion.

Un sistema lineal homogeneo con menos ecuaciones que incognitas
siempre tiene soluciones no triviales
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Sistemas No Homogéneos

Sistemas lineales no homogéneos

Si un sistema lineal no homogéneo tiene soluciones, todas sus soluciones
son obtenidas como:

X = Xp + Xp

Donde x0 es cualquier solucién fija del sistema lineal y x, recorre todas
las soluciones del sistema homogéneo correspondiente.




Determinantes

e Determinantes
@ Determinantes de segundo y tercer orden
@ Determinantes de cualquier orden n
@ Teorema de Cramer



Determinantes
[ 1o}

Determinantes de segundo y tercer orden

Determinantes de segundo orden

Determinante de Segundo Orden

Un determinante de segundo orden se denota y define por

a11  a12
a1

D = detA = = a11d22 — ai2ari

Regla de Cramer: Solucién sistemas lineales de 2 ecuaciones y 2 incégnitas

auxi + awxe = b

b1 a2 aun b
axx1 + anxe = by oy = b, ax D, = a1 b
x1=D1/Dyx =D,/D Dy = biran—+ainb: D, = aiiby—braxn

Siempre que D # 0
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Determinantes de tercer orden

Determinante de Tercer Orden

Un determinante de tercer orden puede definirse por

a1 ar ans
D =lax ax» ax|=au
a31 432 ass

d12 413
az2 a3

a2
as2

a2 a3

—az1
da32 a3z

ai3
+as3;
as3

D = ajjaxazz — aj1azazs
+ ap1a432a13 — a21a12a33

+ a31d12a23 — a31a22a13
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Determinantes de tercer orden

Regla de Cramer

Para sistemas lineales de 3 ecuaciones con 3 incégnitas:
aixi +apxy +aizxs = b
agix1 +axnxy +axsxz =b
asix1 +asxy +aszxz = bz
x; =Dy/D xg =D,/D x3 =D3/D
by a1 a3 air br a3 ailr an b
Di=|by ax ax3|, Dr=l|ax by ax3|, D3=|a ax b
b3 a3 a3z a1 bz as3 a1 ax b3
V.
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Determinantes de cualquier orden n

Un determinante de orden n es un escalar asociado con la matriz
A = [aj] de n x n la cual se escribe

a1 d12 - din

a1 a2 -+ ap
D = detA =

anl an2 - dnn

para n = 1 el determinante esta definido por

D:a11
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Determinantes de cualquier orden n

para n > 2 esta definida por

D=2a1Ci+apCo+--+apCn (i=1,2,---,n)

o por
D= a1 Ck+ axCuxk+ -+ amCu (k=1,2,---,n)

donde )
Cix = (=1Y "M

D Zk ( )+kakMk (j:1727"'7n)
= Zj:l( 1yteau My (k=1,2,---,n)
Ci« es el cofactor de ajx en D y Mj, es el determinante de orden n — 1 de la

submatriz de A eliminando la fila y la columna del componente aj., también
llamado Menor de ajx en D.

De esta manera D esta definida en términos de n determinantes de orden n — 1, cada uno de los cuales esta

definido por n — 1 determinantes de orden n — 2 y asi sucesivamente.
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Determinantes de cualquier orden n
Propiedades

Teorema 1. Comportamiento de un determinante de orden n bajo
operaciones elementales de filas

(a) El intercambio de dos filas multiplica el valor del determinante
por —1.

(b) La adicién de un multiplo de una fila aotra fila no altera el
valor del determinante.

(c) La multiplicacién de una fila por una constante diferente de
cero ¢, multiplica el valor del determinante por c.
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Determinantes de cualquier orden n
Propiedades

b
d

Sea D un determinante de orden n: n—1 > 2. Sea E el determinante obtenido
luego de intercambiar dos filas. Desarrollar D y E por una fila que no sea uno
de los que se han intercambiado, llamada j — esimo fila.

= ad — bc, pero

Para n =2, ‘a d‘ = bc — ad.
c b

D= (—1Y"apMy, E=> (1) auNy
k=1 k=1

Donde Nj es obtenido a partir del menor Mjx de aj en D por el intercambio
de dos filas. Estos menores son de orden n — 1 y por la hipétesis de induccién

es vélida y de ella se obtiene que Njx = —Mjx en consecuencia D = —E
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Determinantes de cualquier orden n
Propiedades

Adicionar ¢ veces la fila i a la fila .

Sea D un nuevo determinante, cuyas componentes en filas j son
ajk + cajk. Si se desarrolla D por su fila j, se observa que se puede
escribir como D = D1 + cD> donde Dy = D en la fila j de ajx y D>
tiene en esa fila j de aj la adicién, asi pues, D, tiene aj en la fila
iy en lafila j. Intercambiando las dos filas i y j se tiene que

D, = —D, lo que indica que D, =0, y asi D = D.
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Determinantes de cualquier orden n
Propiedades

Sea D un nuevo determinante cuya fila j es c(ajk). Entonces al
desarrollar el determinate por la fila j se obtiene:

n
D = Z(—l)f+kcajijk
k=1

n
=c Y (—1YTFa;My
k=1

=cD



Determinantes
oooe

Determinantes de cualquier orden n

Determinantes de cualquier orden n
Propiedades

Teorema 2. Propiedades adicionales de determinantes de orden n

(a) El teorema 1 aplica también para columnas.
(b) La transposicién no altera el valor del determinante.

(c) Un determinante con una fila o columna cero tiene un valor de
cero.

(d) El valor de un determinante que tiene filas o columans
proporcionales es cero.
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Determinantes de cualquier orden n
Propiedades

Si la fila j es ¢ veces la fila i, entonces
@ D = cDy, donde D; tiene la fila j igual a la fila i
@ intercambiando la fila i por la fila j en D resulta Dy = —D;

@ Por el teorema 1 D; = 0 entonces D = cD; =0
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Teorema de Cramer

Rango de una matriz en términos de determinantes

Rango de una matriz en términos de determinantes

Considere una matriz A = [aj| de m x n

© A tiene rango r > 1 si y solo si A tiene una submatriz de
r X r con determinante diferente de cero.

© El determinante de cualquier submatriz cuadrada con mas de
r filas contenida en A tiene valor igual a cero.

© una matriz cuadrada A de n X n tiene rango ygual a nsi y
solo si

detA 0
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Teorema de Cramer

Rango de una matriz en términos de determinantes

Sea A la forma escalonada de A.

*

*

A tiene r vectores fila diferentes de cero si y solo si el rango de

A=r

* Sea R la submatriz de r x r de A que consta de r?> componentes
que se encuentran en las primeras r filas y columnas de A.

* R es triangular y tiene todos los elementos de la diagonal son

diferentes de cero

detA #£0

*
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Teorema de Cramer

Solucién de sistemas lineales por determinantes

Teorema de Cramer

(a) Si un sistema lineal de n ecuaciones y del mismo ndmero de incognitas
tinen un determinante diferente de cero D = det A # 0, el sitema tiene
exactamente una solucién.

anxi + anxe + + amxn = b
anix1 +  axxe + + amxn = b
o+ o+ + =
an1X1 A an2X2 2 a4 annXn = bn
y la solucién esta dada por las férmulas
D D D,
x1 = 61’ x2 = 32, U= D Regla de Cramer

(b) Por lo tanto, si el sistema es homogéneo y D # 0, linicamente tiene
solucién trivial 3y =0, x» =0, ---, x, =0, . Si D =0, el sistema
hopmogéneo también tiene soluciones no triviales.
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Teorema de Cramer

Solucién de sistemas lineales por determinantes

La Matriz aumentada A del sistema de ecuaciones es de tamafio n x n+ 1,
aqui el rango maximo puede ser n. Ahora si

dir -+ ain
D = detA = #+0

an1 e ann

entonces el rango de A es n por el teorema 3. Por lo tanto el rango A = el
rango de A y por el teorema fundamental el sistema tiene solucién dnica.
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Teorema de Cramer

Solucién de sistemas lineales por determinantes

Para probar la regla de Cramer.
* Desarrollar D por la k—ésima columna:
D = a1 Cix + a2k Cok + - - - + ank Cok
donde Cj es el cofactor del elemento aj de D.

* Se sustituyen los elementos de la k—ésima columna de D, y se desarrolla por
la k—ésima columna:

D = 314 Cix + a2k Cok + - - - + 3k Gk

los elementos 31k, - - - , 3nk reemplazan a aix,- -, ank y los cofactores Cy son
los mismos.
* Si se eligen como nuevos ndmeros elementos de aiy, - -+, an (/—ésima

columna de D), con | # k, se obtiene:
ay Gk +anCk+ -+ anCu =0



Determinantes
oooe

Teorema de Cramer

Teorema de Cramer

Solucién de sistemas lineales por determinantes

Para probar la regla de Cramer. (Continuacién)

* Multiplicando la primer ecuacién por Cix a ambos lados, la segunda por Cox
y asi sucecivamente se obtiene:
Cic(aixi+- - -4ainxn)+ Cr(a21xi+- - -+a2nxn)++ - -+ Co(@amxi+- - ~+annxn) =
b1Cik 4+ b Gox + - - - + bn G

Agrupando los términos con el mismo X; se reescribe el lado izquierdo asi:

x1(a11 Cik + an Gk + - -+ + an1 Gok) + x2(a12 ik + a2 Cox + -+ - + a2 Cok) +
~or 4+ Xn(a1n Cik + 220 Cok + -+ + @nn Cok)

*

Para x el factor es a1xCix + a2« C2k + - - - + an Cnk que es igual a D

% Paral=1,--- ,n:1# kel factor es a1/Cix + a2C2k + - - - + a, Cnk que es
igual a cero

*

* Asf el lado izquierdo de la ecuacidn resulta en xxD y la ecuacién completa en
xkD = b1 Cix + by Cox + - - - + bn Cok
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Teorema de Cramer

Solucién de sistemas lineales por determinantes

Para probar la regla de Cramer. (Finalmente)
* El lado derecho de la ecuacién es Dy desarrollado por su k—ésima columna.
* Dividiendo por D a ambos lados de la ecuacién se obtiene:

XkD . b1C1k+b2C2k+"'+annk B &

D D D
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Inversa de una matriz

Definicién

Inversa de una matriz

La inversa de una matriz A = [ajc] cuadrada de n x n es denotada
por A~!y, es una matriz cuadrada de n x n tal que:

AA l=A1A=1

donde | es la matriz identidad de n x n.

* Si A tiene una inversa, entonces A es llamada matriz no singular.
% Si A no tiene inversa, entonces A es llamada matriz singular.

* Si A tiene una inversa, la inversa es (nica.
Si tanto B y C son inversas de A, entonces AB =1y AB =1 asi

B=IB=(CA)B=C(AB)=Cl=C
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Inversa de una matriz

Existencia de la inversa

Existencia de la inversa

La inversa A~! de una matriz A de n x n existe si y solo si el rango de
A = n. Por lo tanto A~! existe si y solo si det A # 0. Ademdas A es no
singular si el rango de A = ny es singular si el rango de A < n

* Sea A una matriz de n X ny considere el sistema lineal Ax =b

% Si la inversa A~! existe, entonces la multiplicacién por la izquierda a ambos
lados del sistema resulta

AlA=x=A"b

Lo cual muestra que el sistema tiene una solucién x.
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Inversa de una matriz

Existencia de la inversa

Existencia de la inversa

La inversa A~! de una matriz A de n x n existe si y solo si el rango de
A = n. Por lo tanto A1 existe si y solo si det A # 0. Ademéas A es no
singular si el rango de A = ny es singular si el rango de A < n

Sea el rango de A = n, entonces el sistema tiene una dnica solucién x para
cualquier b. Ahora por sustitucién hacia atrds se muestra que los componentes
x; de x son combinaciones lineales de esos b, entonces

x = Bb
con B para ser determinada.
Ax = A(Bb) =(AB)b=Cb=b (C=AB)
Asi C = AB = |. Similarmente
x = Bb = B(Ax) = (BA)x

para cualquier x (y b = Ax), Aqui BA = I, asi B = A~ existen.
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Inversa de una matriz

Determinacién por el método de Gauss-Jordan

Para determinar la inversa A~! de una matriz no singular A de n x n es
una variante de eliminacién método de Gauss llamado eliminacién de
Gauss-Jordan

* Usando A se forman n sistemas lineales
Axq) = e, s AX(n) = €(y)
Donde los vectores eq), - - , €pn) son los vectores columna de la matriz

unitaria l de n x n

* Combinamos los n vectores ecuaciones en una simple ecuacién matricial de
la forma AX = | donde X es la matriz de incognitas que tiene las columnas
X(1), " 5 X(n)

% Ahora multiplicamos por la izquierda por A~! y obtenemos

AIAX=A"11 X=A"!

* Asi, para solucionar AX = | podemos aplicar el método de eliminacién de
Gauss a la matriz aumentada A = [A 1]
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Inversa de una matriz

Determinacién por el método de Gauss-Jordan - Ejemplo

Determinar la inversa A~1 de
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Inversa de una matriz

Determinacién por el método de Gauss-Jordan - Ejemplo

Eliminacién por Gauss

1 1 2] 100
A I]=|3 -1 1| 0 1 0| Fila2+3Filal
~1 3 4 | 0 0 1] Fila3— Filal
1 12] 1 00
[Al=[0 27| 3 10
0 2 2 | -1 0 1| Fila3— Fila2
11 2 | 1 0 0
Al=|0 2 7 | 3 1 0
0 0 -5 | -4 -1 1
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Determinacién por el método de Gauss-Jordan - Ejemplo

Pasos adicionales de Gauss-Jordan

~11 2 |

A N=|0 2 7 |
0 0 —5 |

1 -1 -2 | -1

[A =0 1 35 | 15
0 0 1 | 08

1 -1 0] 06

A 1]=]0 1 0 | —-13
0 0 1| 08
100 |

A 1]=[0 1 0 |
00 1 |

0
0.5
0.2

0.4

-0.2

0.2

-0.7
-1.3

0.8

.
0
—0.2]

—0.4
0.7
—0.2

0.2
-0.2
0.2

Inversa de una matriz
oe

(—1)Filal
(0.5)Fila2
(—0.2)Fila3

Filal + 2Fila3
Fila2 — 3.5Filal

Filal + Fila2

0.3
0.7
-0.2
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Inversa de una matriz

Determinacién por el método de Gauss-Jordan - Ejemplo

Asi las dltimas tres columnas corresponden a la matriz inversa.

-07 02 03
Al=1]-13 —-02 07
08 02 -02

Se puede constatar mediante la multiplicacién de matrices

-1 1 2] [-07 02 03] 100
AA =3 -1 1|[-13 —-02 07 |=10
-1 3 4|08 02 -02 001

[y
o

07 02 037[-1 1 2 1 00
A lA=|-13 -02 07 3 -1 1|l=101 0
| 08 02 02| |-1 3 4 00 1
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Inversa de una matriz

Inversa de una matriz por determinantes

La inversa de una matriz no singular A = [ajx| de n x n esta dada

por:
CGi1 Gi1 -+ Cu
1 1 Co Co -+ Cp
Al = Cu]" =
e Al 9 = G S
C1n C2n e Cnn

Donde Cjy es el cofactor de aj, en det A. En particular la inversa de

A [311 312] es Al 1 [322 —alg]

ar1 a» detA |—ax1 a1
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