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CLASIFICACION DE LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES (PDE 's)

Definiendo la ecuacion diferencial parcial de segundo orden en su forma
canonica, se tiene:

Frwy)  Ffwy)  Ffwy) dfwy) | df )

a + b + +d + €
Jx* dxdy dy? Jx dy
=G(x,y)
hb—4dac >0 Hiperbdlica
b—dac =1 Parabdlica

b—4dac <0 Eliptica
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CLASIFICACION DE LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES (PDE 's)

,
e Ecuacion Parabdlica: du d-u
., s —_—
Ecuacion de Difusion It J x2
e Ecuacion Eliptica:
P > J° u J° u
Ecuacion de Laplace + -0
o dx?  d)y?
e Ecuacion Hiperbadlica:
Hiperbélica de primer orden au au
Ecuacién de Adveccidn It J x
Hiperbolica de segundo orden R
g g u , O°u
Ecuacion de Onda - C
adt? d x<
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CONDICIONES AUXILIARES
ASOCIADAS A UNAE.D

e Condiciones de Borde:

Condiciones de Dirichlet: u(0, 1) = uy (1)
Condiciones de Neumann: du(l, 1) = u.(L, 1) =g
Jx
. . . du (0, 1)
Condiciones de Robin o Fourier: D y =ru(0,r
-

e Condiciones Iniciales

UNIVERSIDAD TF' H| TADEO
CENTRAL



EJEMPLOS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ASOCIADAS A
CIERTOS FENOMENOS FISICOS.

eEcuacion de la Conduccion de Calor Unidimensional

Conduction Heat Transfer

dT & o°T
dt d x=
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ECUACION GENERAL PARA LA
CONDUCCION DE CALOR
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ECUACION DE LA ONDA PARA UN
DOMINIO UNIDIMENSIONAL

Frecuencia mas baja (i)

Segunda frecuencia (1)

Tercera frecuencia (1)

J° y 1 7%y

dx? B 12 Jre
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ECUACION DE LA ONDA PARA UN
DOMINIO BIDIMENSIONAL

t=15.80

ufx,y b
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ECUACIéI,V DIFERENCIAL PARA LA
DEFLEXION DE UNA MEMBRANA
ELASTICA
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Difusion

dU (x, y, 1) —k( J J

Ux, y,
adx-< c:?y-?] (x> 3, 1)
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Ejemplo: Ecuacion de transporte

e Particula Fluida: elemento minimo de
volumen en un fluido que cumple la
hipotesis del continuo - NUmero de

Knudsen: dr=vat
L <1 R
e Aqui, { eselrecorrido minimo librey L es r(t///r(/t-i-/dt)
la longitud caracteristica macroscopica
e Sea r(t) la posicion de la particula fluida en

el contenedor del fluiido en el tiempo t
(aproximacion Lagrangiana. La velocidad
de la particula a lo largo de su trayectoria
es:

= v(r,t), r(t=0) =rg &
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Ejemplo: Ecuacion de transporte

Fluid Container

Fluid Particle

sions

Para establecer la dindmica del Sistema fluido, es
necesario estimar la tasa de cambio de velocidad de cada
particula fluida, de acuerdo a las interacciones internas y

externas del sistema *E@
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Ejemplo: Ecuacion de transporte

Por la definicion de velocidad, en t + dt la particula fluida estara en la
posicionr +dr =r + v (r, t) dt . Asi, su velocidad en esta nueva posicion se
puede aproximar por Series de Taylor:

v(r +v(r, t)dt. t +dt) = v(rt)+ dvgt ) it + [Z (r't)dtgx, )} dt + O(t?)

Asi, la aceleracion de la particula se estima mediante la aplicacion de la
definicion de derivada para la velocidad en r + dr:

v(r +v(r, t)dt, t + dt) —v(r, t) [Z (1. 1) 9, o(r. t)} N Ov(r,t)

l1m — :
OX; Ot

dt—0 dt

~ov(r,t)
= —5— + (v(r,t)-V)v(r, t)

Luego, usando notacion de operadores, la aceleracion en su trayectoria es:

a(r.t) = (; +v- V’) v(r,t)

The operator D/Dt = (d/dt + v - V) es llamado “derivada material;zié
©|UTADEO
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Derivacion intuitiva de la
ecuacion de transporte

e Ley de conservacion relevante: segunda Ley de Newton
ma = Z f;
,-

e La correspondencia directa con el sistema fluido asumiendo que
éste es incompresible, lleva a:

' D
/ pdV. —v — —Vp + 11V2v
Jv. Dt N~ ——
N o’ "V'/, pressure difference  viscosity resistance
mass  acceleration
Ov Vp
i (v-V)v= ——L VR
Jt P

e Esta es la ecuacion de Navier-Stokes para el transporte de
momento (para fluidos incompresibles sin fuerzas -jﬁ@-

i =|U
externas Vc se toma como la unidad) UNIVERSIDAD ir | UTADEO



Ejemplo: cuerda vibrante

(ecuacion de onda 1D)

El diseno de cuerdas para instrumentos
musicales parece ser un problema
simple, sin embargo, la solucion formal a
este problema no es un procedimiento
trivial, implica el empleo de
herramientas matematicas variadas e
interesantes.

Si se deseara elaborar un cdédigo para
asistir el diseno de cuerdas para
instrumentos musicales y que ademas
permita verificar la afinacion de las
mismas cuando se tensen en el
instrumento, écodmo seria el modelo
matematico a ser desarrollado?

UNIVERSIDAD
CENTRAL

F|UTADEO



Ejemplo: Cuerda Vibrante
A

-

X XTAx /

« La masa de la cuerda por unidad de longitud es constante (cuerda
homogénea).

« La cuerda es perfectamente elastica y no ofrece resistencia a la deformacion
transversal.

« La tension inicial de la cuerda antes de ser deformada es tan grande que el
efecto del peso de la cuerda puede despreciarse.

« La oscilacion de la cuerda puede ser representada como el movimiento de
cada una de las particulas de la cuerda en sentido vertical.
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Ejemplo: Cuerda Vibrante

U
A Ecuacion de Conservacion:

1>

D

'Tl cosa =T, cosfB =T

ZFY =m.a

r x—i—Ar T, sinf3 - T{ sina = pAx 0%u
ot?

T, sinf3 T, sina pAx 8%u

T, cosf3 ) T, cosa i T, Ot?
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Ejemplo: Cuerda Vibrante

L pAx 08%u
b tanB - tana =
ol T, Ot2
'/ du
tana = (_)
ox X
ou
| tanf = (_)
. x+Ax Ox / x+Ax

[(55),. (32) ] - = 4=
AX Ox ! x+Ax oOx / x B TO o t2
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Formulacion de la Ecuacion
de Onda 1D

u

A

o,

8% u o 0%u
6}(2 To 6t2

T
2= 2
0
d2u , 0%u
- c
o t? 0 x2

Ecuacion Unidimensional de Onda
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Cuerda Vibrante: Solucion
Analitica (Ecuaciones Auxiliares)

* Condiciones de Borde:
u (0, t) =0 u(/, t) =0
« Condiciones Iniciales:
u(x, 0) =f(x) u(x, 0)=g(x)
ol [FIUTADEO
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Cuerda vibrante: Solucion

Analitica
821 5 GQT
= C
O t?2 O x2

Una solucion puede ser construida asumiendo una funcion solucion u(x,t)
gue este formada por el producto de dos funciones F(x) y G(t), cada una
de las cuales solo dependen de una variable.

u(x, t) =F (x).G (t)
Al aplicar esta funcion en la ecuacion diferencial se encuentra que:

F (x).G (t) =c?G (t) F” (x)

G (t)  F(x) o
c2.G (t) F (x)
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Cuerda vibrante: Solucion
Analitica

De lo anterior se puede concluir que el desarrollo del modelo se ha
convertido en la soluciéon simultanea de dos ecuaciones diferenciales
ordinarias. La primera con unas condiciones de borde dadas, la segunda

con unas condiciones iniciales bien definidas.

Sistema de dos F" (x) -k.F(x) =0
E.D.Os | G (t) -k.c?.G (t) =0

Para solucionar la primera de las E.D.O’s, se tiene una ecuacion
caracteristica de la forma:

m’-k=0

F (x) =A.e"™+B.e™™* con k = pu?
i T UTADEO
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Cuerda vibrante: Solucion
Analitica

Conociendo las condiciones de borde, entonces:
A=0 B=20

‘F (x) = 0‘ Solucion trivial ....!"

Si se suponen valores negativos de k:
k = —p2
F (x) = A.e'P*X + B.e 2P
Lo que puede reescribirse en términos de senos y cosenos como:
F (x) = A[Cos (px) + 1Sen (px) ]
+B[Cos (px) - 1Sen (px) ]
‘3%' iT|UTADEO
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Cuerda vibrante: Solucion
Analitica

Lo que es igual a:
F (x) = A"Cos (px) + B’ Sen (px)

Usando las condiciones de frontera, se encuentran nuevamente los valores
de los coeficientes desconocidos.

F (0) =A"Cos (0) +B'Sen (0) =0 — A" =0
nr

F (/) =X 'Cos (pl) +B'Sen (pl) =0 — P = —

2 , . . .,
K = — ( n ) B" no influye en la satisfaccién
/ de la E.D.O, ni en sus
condiciones de frontera,

F (x) - B’ Sen (ﬂ x) entonces puede tomar cualquier
B / valor, p. ej. la unidad.

UNIV?%tIDAD F' UTADEO

CENTRAL



Cuerda vibrante: Solucion
Analitica

Finalmente ya se tiene la solucion de una de las funciones ...
nrir
F (x) = Sen (— x)
[
Incluir la componente temporal implica desarrollar la E.D.O:

G (t) + (n—;)Q.CQ.G (t) = 0

G (t) + 2,°.G (t) =0
La solucidon de esta ecuacion tendra la forma:

G(t) =C,Cos (A, t) +D, Sen (A, t)
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Cuerda vibrante: Solucion
Analitica

Y la funcion soluciéon u(x,t) tendra la forma:
nri
u(x, t) = [C,Cos (A,t) +D,Sen (A, t)].Sen (T x)

Aunque la solucion general sera una combinacion lineal de todas las
soluciones que pueden obtenerse para n=1,....., 0 ,

(x, £) = ) [CaCos (A t) + Dy Sen (A, t)].Sen (nT” x)

n=1
Obsérvese que para los valores de x:

[ 2/ -1
X = , e, - [ — u(x, t) =0
Il Il Il
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Cuerda vibrante: Solucion
Analitica

Para determinar el valor de los n coeficientes C, y D,,, se requiere evaluar
las condiciones iniciales. Con la primera condicion inicial:

u(x, 0) = £ (x)
u(x, 0) = ZCD.Sen (n_;r x) = f (x)
n=1

Es decir, la funcion de forma inicial f(x) se estd expresada como una
expansion en series de Fourier, y:
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Cuerda vibrante: Solucion
Analitica

En cuanto a la segunda condicion inicial:

u(x, 0) =g (x)
u (x, 0) = ZDH.AH.Sen (n_:r x] =g (X)

Se ve como la funcidon g(x) se esta expresanda también como una
expansion en series de Fourier, donde:

Nota: Obseérvese que si la velocidad inicial es nula g(x) = 0, no hay
coeficientes D,,, de modo que la solucion general se reduce.
‘3%' | UTADEO
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